Legon 245 : TFonctions d'une variable
complexe. Exemples et appli®

T, 1
Poavel

I . S&mier enbidrey

DE . 1. . o S - B - & o
N Eon L On oppeile Lirie entiere toure L3rie de fonchion ;1—,., akc  pouwe tout

mEN, £f,: C— €, 2 o, a,t" e wa), = €.

Lemme L.2. (Abef) Soit 2_ an2” une tirie enkdr et t, € €. % b auitke (an "),

[a)

et beinfe alew (a $8rie Z tn et nevmeolencent c:cmkx%ane Sul tout ch‘sque,

Do) pows r<itol.
Difinition -~ FkOFQQ‘«ﬁQn 1.3 Saib 2o ap 2" une Afrie enhére . En tensidéramt A€ Py
d&fint pan Ros Hup i1 >Q | aa r")a ot k:vamgé‘}; on chtent elas leg
pACpavetds sulutintee ¢

Gy poun ® € D(O,R), b Afric 2 apt” et aksclument tenvergenke
b pawe & € €, & 1ki> R, o afie 2 0pt” et divergente

i) pa r< R, la Afrie Zani" L NOrNMmalewerdt (donc unidﬁcrmémewc)
c@we\.%anbe Xur 'SLo-,r)

Cn it aleu que R e Le sayon de conwa@ence ce (a a€rie enkere
Remanque 4.4 SrLa phire H5lo, R) A1 nly e por de @mpavternent gné'aon nctoble .

ExemPiex 1.5
b 2_ 2" ext une AStie erhidre de Aayon de canvagencs L
p 2— =" 2" et une afrie entime e Rayen de conuerGence L qui CONVRAGE Gur 9,
el n
> 2— Z_ wt une SErie evhicre e SQyen e w@nwRgence infini
ne 1
Faoposition 1.6, Seit 2_ uy 2" une ABrie entidre . On dlatient alons :
th 8t (Yioqr )y admer une limite £ € My U {+0} alou R = L (rikre de (auchy)
Wit an £ 0 & i dun 2anQ o o0 lee Kuire ( ﬂ.“_“‘) udmet une Limike
n ‘Pa.’::h S A l 7 .

Le R, Ui+03 dlow R= L (rike de o Alemivert)
2

Beck Malick P{';v::év

Roposition 1.7 Seent 202" et 2. byt" det sghiet enmidrer de Aayan e

tonvergence. wexpactifs Py et B, . On o aleuw

(1) le. ATrie Z(u,,-«b,,),z:" b un rayon de gcnuueenck P1 % min (Rg, Rp)
R

+

awe fgetikd ' Rg #+ R, et PANTIE T :%qn Z &7 & o

N=o

=
&

elle et tenwrgente
(i) La wFre 2 dat", avee d = Z ak ba_y. ) a un rayon de eenvrgonce
o (= ¢ ‘;'3
Pz » min (Ra, By) et h;cct,,t"‘:(n{_cant”)(%b )
Froposition 1.8 Sait 2- ant" une adrie ermhiére ok Rayon de convergence Pu. Alm la somme
de i3 Afrie ertiére er continue sur Do, A)
Définition - pAgeition 1.9 ©n oppelle Jfmie @rtidre ) dirive de O u 2™ la afrie ertiere
n r
2= (N+() lmye, € De plus | e a meme ruyon ge convergente g Zunt
Propositon 1.10 Dans (e disque de cenvergence. la\\#nch'e.. ~Aomme d'une sErie emhere
et indFiniment dErivable @ ol ddmuEan JUCCertives Jort (e JENJ‘I% Aommer da

Abriet enh3rer derivees Succesevuer | =

Exemple “ondamental 1. 11
La 43rie errhiére Z e

DL:.FLuc:
« Y2 € @,

d€bﬁn"t une #nch‘om. ACmme de’ab'nir, qur € et rekee  exp.

exp’(2) = exp(z)
T Vw2 €€, expltrw) = exple) exp (W)
¢ exp induit um homomorphisre de gmoupu (€, +) —s (L%, ) cortinu, surjechit- et

non 1‘n\)'ecti+‘

IL . Holomawphie et andlyticité

Dénnition 2.1 Soient U un Qureat de € et +: U —y € . On it que F ecx C-dérivable
en 2, € U o la quarhte T2 ¥2)FRe)  dmet une Limire Lisque & O kend
vy Q. On noke Lo &hEarmt, f%’(i;,) Lo Oimike ¢t on dit que ‘et (a derivie de
+ en 4 .
On ot que + et holomenphe wur U, NoR + ¢ HU), o * et @ -dérivable en

tout pat de U.



Exempler 2.2.
> iex Fnkhmu Pelynemioder Aot hClcma'\.:Fhe xw ¢

> la forkhow 2 > Z n' et par okrivable @n O

Thopesition 2.3 Saient U un oureat de € et F: U — €. On wuridire ¢, € C,
alou Loy oswations Julvankes font Zguicodenber
(i) f est dlerivabie en %,
Gy f est differerhiable en (x,, y,) et 9 f (2, ys) t ‘eyf‘xwyo) =0

Pe pius, Le cou Gcheart, on & aleu ' (2o) = 9 FiX,Yo)-

Apptication 2.4 Seit U un cuwert connee de € ot £ € J ). Al jer assertiont
suivama Jont Equivalentes ¢
(1) € censtunke sur U (iv) ¥ | copstante &ur U

(i) Re () tonstunke wur U w e Hw)

(iii) I (F) constanke sur Ll
RemaxQue 2.8 Dans (i1), lo. tondition e differertiabilile de %eu nécessaire .
Cortie -exemple 2.6
2= X iy \/lxgl
D&finition 2.3+ Boient U euwent de € et +: U —s €. On it que T est analytique
eur U o0 pow tour 2, € U, il exish T> O et
+ O
tot 2 € Plee,r), Flay = 2 ap (2-2)" .

n=e

lap ), < C tis que P&L‘L
Cn neke + € A (U).

Eme‘Fle 2.8
Po. fowcriow 2 +— L et analytique eur €
ThEcréme 2.9 Une 4Zrie emtidre de rayon ce cenvergonce R> O AErifie que o _fomme

et anodytique sur D(e, R).

ThéciEme 2.10 (Rincipe de paciongement analytique) Soient U un ouvat connexe de C,
* € AU et T, € U. Alou e assertions suivamta wont Equivalentet :

W FE 0 our U

W vne N, F M@= 0

Théowdme 2.11 Soient U un owuvent tonnexe ae €, et £ € 4(U) & {i]f@o}

posside un paint o accosutation done U, et idemtiquement nylle suc U .

Cortre ~ exemple 2.12

o [T g i
Z b~ _sin = O &x un pint d'uccurnuitrtion de §tlf@) =0 1 mols fon'aut pou

deueloppodoie @ AEric enhére en O .

Definition 2.13 Soitnt U un ouvert connexe de € , £ € A(ll) nen idertiquemert nuile et

2. € U un t@c de £. TI exiske un unique emtir k € N el que ¥

pos 3 € Lo, k=11, ¥ o= o

() # O et

On ot que Kk at L'edae du o 2o de F.

Exemple 2. 14
4 P
¢ € C\R_ —y , 2 et un tére ol endae 2
(z-2)*
+ thm hdOwmerpluie + lewine gu Lo de Hodommd
T .

D&Fnition 3.1, Saeit 5. La,bd — € un themin et + une &nch'm\ cartinue  wur Im T
L'int€gale de £ 4ur y et defnic par :f'f'(i) dz :/F('{'(t)) §lctdt.
iy (<3

Difinition - Theowdme 3.2 Soltnt Y un lacet et 2 € € \im . On definit L'indice de
- ; . 1 dw
(o i -
par roppet a Y o an ¥ %) el Mo
De plus, ¢ +— ihdr(%:) et omtinue &, volewu dows £.

Exem?k-,};-s Pour v = Cite(r ), $11e-2 I1<r Glou indT(%) = 1 et 4 lt=YPlie,
inty (&) = O

Théoeme 3.4 Soieat U ouver de € et + comtinue swur U. Alow (21 assertions sui-
varrbd Aent equiudentd
¢y F udmet une Primitwe sur L

(i) pour tout Llacet rtrm;{.'clans u, /ﬁ‘udi =0
T

Application 3.5 Seient n € Z et Y un ek, Afers [ t" de
[
lsque n¢-~1 & Imye cx

= O leuque n2 O et



Théc®me 3.6 (Cauchy) - Admis Sovert U un ouvet €teild de €, ¢, € U, et
f une fenchow continue sur U, helomeyphe Sur Lv{zcl . Alow pour tout Lacet

trueE dans U fz)de = Q.
Y wh

Cowoliodie 3.3 (Formule de Cﬂ,u.th\(/) Soient | umn ouwat &teild de € ot ¥ un Lacet
troed done UL S 2 € UN\imy et e FH), alon: Fa)ind, @) =5 | 290 g
¥ 2ilr rw-t
ConsTquence 3.8  Une a”:onchcx_ holem enphe sur U puset Eteds  alew },h&i analytique

sour UL

Fropewition 3.9 (lm‘ago&ﬂ{ de Ca.uchy) Soient R> O et + elDlo,R)) clows PO

towt m € 10, AL et teut n EN | it V@l ¢ L _qp 1+,
tont RT CLOE)

Application 3.10 (The€wime de Louville) Touke fomchon neBomoiphe sur € et pence

et wnstanke .

Application 3.11 (ThEo€me de d’Alembert) Teyut polynSme 4 coefficierts complexa

nen camtunt admet une racine cans €,




